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Innovación y Formación Didáctica 





La idea del Conocimiento de Matemáticas para Enseñar (MKT) implica la relación entre el conocimiento de 
matemáticas y el conocimiento de contenido pedagógico. Investigaciones previas han identificado diferentes 
dominios en el conocimiento de matemáticas para enseñar: conocimiento del contenido matemático que es el 
conocimiento de matemáticas que permite a los profesores implicarse en tareas específicas de la enseñanza, 
conocimiento del contenido pedagógico que está centrado en cuestiones de aprendizaje de los estudiantes y de la 
enseñanza y conocimiento del contenido del currículum. Un reto en los programas de formación de maestros es 
diseñar entornos de aprendizaje donde los estudiantes para maestro puedan desarrollar estos dominios del 
conocimiento. En este trabajo se describe un módulo de enseñanza del Grado en Maestro en Educación Primaria 
centrado en el objetivo de desarrollar el Conocimiento de Matemáticas para Enseñar en el tópico matemático 
específico del razonamiento proporcional y los primeros resultados obtenidos. 
 
Palabras clave: conocimiento del profesor, módulo de enseñanza, aprendizaje de los estudiantes para maestro, 
razonamiento proporcional 
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1. INTRODUCCIÓN  
El maestro necesita un amplio conocimiento de matemáticas y destrezas necesarias 
para enseñar matemáticas en diferentes dominios de conocimiento: el conocimiento de y 
sobre las matemáticas, el conocimiento sobre los estudiantes y el conocimiento sobre la 
enseñanza. Así ha surgido una línea de investigación en educación matemática en torno a la 
idea de cuál es el “conocimiento de matemáticas para enseñar” que debe tener un  maestro 
para enseñar matemáticas. 
La idea del conocimiento de matemáticas para enseñar (mathematical knowledge for 
teaching, MKT) enfatiza la relación entre el conocimiento de matemáticas y el conocimiento 
de contenido pedagógico. Shulman (1986) categorizó el conocimiento que los profesores 
necesitan para enseñar en: conocimiento del contenido matemático (Subject Matter 
knowledge), conocimiento del contenido pedagógico (Pedagogical Content Knowledge) y 
conocimiento del currículum. 
Posteriormente, Ball y sus colaboradores dividen el Subject Matter Knowledge y el 
Pedagogical Content Knowledge propuestos por Schulman en tres sub-dominios (Ball, 
Thames y Phelps, 2008) (Figura 1). El Subject Matter Knowledge lo divididen en: 
conocimiento común del contenido (CCK), conocimiento especializado del contenido (SCK) 
y conocimiento del horizonte matemático. El conocimiento común del contenido se refiere a 
“un saber hacer” y es el conocimiento que cualquier persona puede usar para resolver un 
problema matemático. Por ejemplo, saber encontrar la respuesta correcta a una operación 
matemática. El conocimiento especializado del contenido es el conocimiento de matemáticas 
que permite a los maestros implicarse en tareas específicas de la enseñanza. Por ejemplo, 
saber el porqué de un determinado error o utilizar distintas representaciones para un mismo 
contenido. El conocimiento del horizonte matemático se refiere al conocimiento que permite 
relacionar el contenido matemático en una lección con posibles desarrollos futuros. 
El Pedagogical Content Knowledge lo dividen en conocimiento del contenido y la 
enseñanza (KCT), en el conocimiento del contenido y de los estudiantes (KCT) y en el 
conocimiento del contenido curricular. El conocimiento del contenido y la enseñanza está 
relacionado con la secuenciación de las tareas, las estrategias y representaciones a utilizar. El 
conocimiento del contenido y los estudiantes que está asociado con anticipar las 
dificultades/facilidades que pueden tener los estudiantes. Por último, el conocimiento del 
contenido curricular que integra una visión completa de la diversidad de programas para la 
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enseñanza en un determinado nivel de escolaridad así como la diversidad de materiales 
didácticos disponibles. 
Figura 1. Dominios del Conocimiento de Matemáticas para Enseñar (MKT)  
(Ball et al., 2008; p. 403) 
 
 
Desde la perspectiva de la formación inicial de maestros, aprender el conocimiento de 
matemáticas necesario para ser maestro significa llegar a comprender la enseñanza de las 
matemáticas, aprender a realizar las tareas y a usar y justificar los instrumentos que articulan 
la enseñanza en un contexto institucional (Llinares, 2004; Shulman y Shulman, 2004).  
Además, el proceso de aprender el conocimiento necesario para enseñar matemáticas 
en la escuela está vinculado a generar conocimiento desde la propia práctica. Como respuesta 
a esta situación se han introducido casos y viñetas procedentes de la enseñanza de las 
matemáticas en la formación inicial y permanente de profesores y están proponiendo entornos 
de aprendizaje potenciando la interacción (Llinares, 2002). En relación al dominio particular 
del conocimiento sobre el aprendizaje de las matemáticas (conocimiento de matemáticas y los 
estudiantes) una manera de incorporar la información sobre el pensamiento matemático de los 
alumnos que se genera desde la investigación en Didáctica de la Matemática en el contenido 
de los programas de formación es diseñando materiales específicos. Un ejemplo de ello son 
video-clips que muestran diferentes procesos de resolución que los estudiantes usan ante los 
diferentes problemas (Llinares y Sánchez, 1998) o mediante el análisis de las producciones de 
los alumnos que permite a los estudiantes para maestro discutir sobre cómo se utilizan las 
nociones matemáticas para resolver situaciones concretas. De este modo, el conocimiento 
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sobre el pensamiento matemático de los estudiantes (dificultades, estrategias utilizadas, 
trayectorias de aprendizaje, etc…) puede utilizarse para valorar y seleccionar las tareas 
apropiadas o los ejemplos y representaciones que pueden ser usadas.  
Cuando hay que diseñar oportunidades de aprendizaje para los estudiantes para 
maestro con el objetivo de que aprendan el conocimiento necesario para enseñar matemáticas 
y aprendan a usarlo en las situaciones pertinentes como una manifestación del desarrollo de la 
competencia docente, se explicitan diferentes relaciones en las tareas de los formadores de 
maestros (Figura, 2). En esta situación, la presencia explícita de un modelo sobre el 
aprendizaje del maestro (desde la perspectiva de ser profesor de matemáticas en la educación 
primaria) determina las decisiones en el diseño de las oportunidades para el desarrollo de la 
competencia docente entendida como “aprender a usar el conocimiento en contexto de manera 
pertinente”. La idea de Ciclos de diseño-experimentación-análisis pone de manifiesto una 
manera de entender el proceso de mejora paulatina de las oportunidades de aprendizaje 
vinculado a la información procedente de los análisis de las implementaciones iniciales. Esta 
situación pone de manifiesto adicionalmente, la relación entre la práctica de formar maestros, 
el diseño de materiales docentes y la investigación sobre el aprendizaje del maestro (Llinares, 
2014). 
Como un ejemplo de las decisiones tomadas cuando se crean oportunidades para los 
estudiantes para maestro para aprender el conocimiento para enseñar matemáticas se describe 
el diseño de un módulo de enseñanza centrado en el desarrollo del razonamiento proporcional. 
Figura 2. Integración de ciclos de diseño experimentación-análisis con un modelo sobre el aprendizaje 
del maestro en el diseño de oportunidades para el desarrollo de la competencia docente 
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1.1 El razonamiento proporcional 
El razonamiento proporcional es multifacético e integra diferentes componentes: los 
significados de los objetos matemáticos (interpretaciones del número racional considerando 
cinco subconstructos: razón, operador, parte-todo, medida y cociente), las formas de razonar 
con estos significados (pensamiento relacional, covarianza, razonamiento up and down y 
proceso unitizing) y la capacidad de resolver problemas proporcionales de valor perdido y de 
discriminar situaciones proporcionales de situaciones no proporcionales (Figura 3) (Lamon, 
2005, 2007; Pitta-Pantazi y Christou 2011). 
Figura 3. Componentes relativas al razonamiento proporcional: significados, formas de razonar y 
discriminación de situaciones 
 
 
Investigaciones recientes indican que los estudiantes para maestro tienen dificultades 
en comprender algunas de las componentes que constituyen el razonamiento proporcional 
determinando una perspectiva limitada sobre la enseñanza. En particular, algunos estudiantes 
para maestro tienen dificultades en:   
- diferenciar situaciones proporcionales de las no proporcionales y en manejar el 
significado multiplicativo de la idea de operador y la idea de razón (Buforn y Fernández, 
2014),  
- en el uso del concepto de razón en un contexto de escalas (Livy y Vale, 2011),  
- en el reconocimiento de la relación funcional entre las cantidades y la falta de 
argumentos para establecer la relación entre dos razones sin necesidad de hallar el valor de la 
razón (Valverde y Castro, 2009), y  
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- en la interpretación de las razones en situaciones de comparación (Gómez y García, 
2014).  
Un conocimiento limitado de estas componentes que constituyen el razonamiento 
proporcional lleva a los estudiantes para maestro a interpretar de manera no apropiada las 
respuestas de alumnos de Educación Primaria (Rivas, Godino y Castro, 2012), y a tener una 
visión limitada en relación a las características de las tareas que ellos podrían proponer como 
maestros para apoyar el desarrollo del razonamiento proporcional en los estudiantes de 
educación primaria. 
Estas dificultades muestran que los estudiantes para maestro no disponen de algunos 
de los conocimientos que integran el conocimiento de matemáticas para enseñar, lo que nos 
ha llevado a diseñar un módulo de enseñanza centrado en el dominio del razonamiento 
proporcional teniendo en cuenta los subdominios del conocimiento de matemáticas para 
enseñar propuestos por Ball et al. (2008). 
 
2. MÓDULO DE ENSEÑANZA  
Siguiendo la perspectiva de los ciclos de diseño-experimentación-análisis, este módulo 
se ha implementado durante el curso académico 2014-2015 en 8 grupos, con un total de 475 
estudiantes. La asignatura en la que ha sido implementado el módulo de enseñanza es 
Enseñanza y Aprendizaje de las Matemáticas en Educación Primaria del Grado en Maestro 
en Educación Primaria. 
El módulo de enseñanza consiste en 4 sesiones de 2 horas. En las dos primeras 
sesiones, los estudiantes para maestro tenían que resolver actividades relacionadas con las 
distintas componentes del razonamiento proporcional, examinando diferentes estrategias de 
resolución y diferentes formas de representación. Estas actividades tenían como objetivo que 
los estudiantes para maestro re-aprendieran algunos aspectos relativos a las componentes del 
razonamiento proporcional (Figura 3). Las actividades propuestas en esta primera parte del 
módulo formarían parte del conocimiento común del contenido y conocimiento especializado 
del contenido. Por ejemplo en el siguiente problema: 
 
La caja con 16kg de cereales A cuesta 3,36€ y la caja con 12kg de cereales B cuesta 
2,64€. ¿Qué caja de cereales es más barata? 
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El objetivo de la resolución de esta tarea es que el estudiante para maestro llegue a 
reconocer el proceso unitizing como el proceso cognitivo implicado en su resolución y en el 
potencial de la idea de razón como una unidad de medida que amplía el significado de unidad 
de medida vinculado a los números naturales. Este proceso implica ser capaz de concebir una 
cantidad dada formada por varios trozos del mismo tamaño (o varios conjuntos formados por 
el mismo número de piezas) como una unidad (Lamon, 2007). Por ejemplo una caja de 24 
refrescos se puede ver como 24 (latas o 1-unidad), 2 (2 packs de 12 latas), 4 (4 packs de 6 
latas), etc. es decir, el 24 se puede concebir formado por varios subconjuntos (packs) con el 
mismo número de latas. Para poder resolver este tipo de problemas de proporcionalidad de 
comparación numérica es necesario identificar una unidad de referencia a partir de la relación 
entre las cantidades (razones) y usar esta unidad para comparar (unitizing).  
En el problema propuesto, se puede tomar como unidad de referencia 1kg de cereales 
comparando así las razones 3,36€/16kg (euros un kilo) y 2,64/12 €/Kg, o determinar el coste 
de 4kg de cereales en cada caso, comparando así las razones para 4 kg de cereales de la caja A 
y 4kg de cereales de la caja B (0,84€/4kg y 0,88€/4kg, por lo tanto para 4kg es más barato 
comprar la caja A, ya que vale 0,84€), o el coste de 12 kg de cereales (2,52€/12kg y 
2,64€/12kg, por tanto también podemos comprobar que la caja A vale 2,52€ para 12kg). Es 
decir, se trata de tomar la unidad de referencia que sea más cómoda para poder obtener la 
respuesta al problema.  
La resolución de este tipo de actividades por parte de los estudiantes para maestro 
vinculadas a analizar de manera explícita las formas de razonar implicadas en su resolución y 
que ponen de manifiesto los diferentes significados de los objetos matemáticos implicados en 
el desarrollo del razonamiento proporcional, se considera una actividad necesaria para que los 
estudiantes para maestro re-aprendan el conocimiento de matemáticas que se considera 
necesario para adoptar decisiones adecuadas durante la enseñanza. 
En la tercera y cuarta sesión, los estudiantes para maestro se implicaban en tareas 
centradas en el conocimiento de contenido y los estudiantes, el conocimiento de contenido y 
la enseñanza y el conocimiento de contenido curricular. Es decir, actividades para dotar de 
sentido al conocimiento matemático de las situaciones de enseñanza de las matemáticas en la 
educación primaria desde la perspectiva del aprendizaje, de la elección de las tareas 
pertinentes y desde el currículo. Así ante un problema relacionado con el razonamiento 
proporcional y respuestas de estudiantes de primaria que mostraban distintas características 
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del desarrollo del razonamiento proporcional (Figura 4), los estudiantes para maestro tenían 
que responder a las siguientes cuestiones centradas en la enseñanza y aprendizaje: 
 ¿Qué conceptos matemáticos debe conocer un alumno de primaria para resolver esta 
tarea? Justifica tu respuesta. 
 ¿Cómo se manifiesta la comprensión de los conceptos matemáticos implicados en 
cada una de las respuestas? 
 Si un alumno no comprende los conceptos matemáticos implicados, ¿cómo 
modificarías la tarea para ayudarle a que comprendiese estos conceptos? 
 Si un alumno comprende los conceptos matemáticos implicados, ¿cómo modificarías 
la tarea para que aumente su comprensión de los conceptos implicados? 
Figura 4. Problema y respuestas de estudiantes de primaria  
 
 
En la primera cuestión los estudiantes para maestro tenían que identificar los procesos 
relevantes en la resolución del problema (en este caso el proceso unitizing). En la segunda 
cuestión, los estudiantes para maestro tenían que reconocer características de la comprensión 
de la idea de razón de los estudiantes de primaria, en este caso al proceso unitizing, puesto de 
manifiesto por la manera en la que estaba resolviendo el problema. Esta cuestión está 
relaciona con el conocimiento del contenido y los estudiantes. En las otras dos cuestiones se 
les pedía proponer decisiones de acción (modificar el problema) para apoyar al estudiante a 
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comprender los contenidos matemáticos implicados (es decir, el objetivo de aprendizaje 
identificado) o afianzarlo en el caso de asumir que las respuestas dadas mostraban una 
comprensión adecuada. Esta última cuestión está relacionada con el conocimiento de 
contenido y la enseñanza y el conocimiento del contenido curricular. 
En el caso de la Figura 4, las respuestas de los estudiantes de primaria reflejan 
distintas características. En la Respuesta 1, el estudiante identifica las razones euros/kilo para 
obtener el precio de 1kg de cereales en cada caja y luego las compara, es decir, usa como 
unidad de referencia 1kg. En la Respuesta 2, el estudiante usa como unidad 12kg, obteniendo 
su valor mediante una regla de tres, una vez obtenido el coste de 12kg en el caso A, lo 
compara con la situación B. Y en Respuesta 3, el estudiante calcula la diferencia entre los 
precios sin tener en cuenta los kg de cada caja utilizando una estrategia aditiva incorrecta para 
este problema. 
 
3. ALGUNOS RESULTADOS  
Los primeros resultados muestran que la estructura adoptada que pone de manifiesto la 
relación entre el conocimiento de matemáticas (sesiones 1 y 2) y la manera en la que este 
conocimiento es usado en las tareas profesionales del maestro (sesiones 3 y 4) parece 
adecuada para potenciar el uso pertinente del conocimiento de matemáticas en las tareas 
profesionales. En particular ya que,  las tareas utilizadas en el módulo de enseñanza ayudaron 
a los estudiantes para maestro a desarrollar los distintos conocimientos necesarios en las 
tareas profesionales de reconocer evidencias de la comprensión en sus alumnos y proponer 
nuevas tareas para apoyar la progresión de la comprensión en sus estudiantes. Esto se puso de 
manifiesto en que los estudiantes para maestro reconocieron el concepto matemático 
implicado en la tarea (unitizing), es decir identificaron la necesidad de identificar una unidad 
de referencia para poder comparar (Figura 5), que esto es parte del conocimiento 
especializado del contenido y reconocieron este proceso en las respuestas de los estudiantes 
(Figura 6) que estaría relacionado con el conocimiento del contenido y los estudiantes.  
Figura 5. Respuesta de un estudiante para maestro a la cuestión a) 
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Por ejemplo, el estudiante para maestro de la Figura 6 reconoce en la respuesta 1 del 
estudiante la identificación de las razones para comparar, en la respuesta 2 el uso de 12kg 
como unidad para comparar y en la respuesta 3 la estrategia aditiva incorrecta. 
Figura 6. Respuesta de un estudiante para maestro a la cuestión b) 
 
 
Además, se tienen evidencias de que las decisiones de acción tomadas por los 
estudiantes para maestro se centraron en diferentes variables de tarea que influían en hacer las 
tareas más fáciles (para ayudar a los estudiantes de primaria que tenían dificultades con el 
contenido) o más difíciles (para ayudar a los estudiantes a progresar en su comprensión del 
contenido) desde la perspectiva de la construcción del conocimiento por parte de los 
estudiantes de educación primaria. Algunos ejemplos de la manera en la que los estudiantes 
para maestro pensaban en oportunidades para apoyar a los estudiantes en su comprensión son: 
cambiar los números decimales a números enteros o más bajos, que las razones que era 
posible establecer fuesen enteras (es decir usando números múltiplos entre sí), que la 
diferencia entre los datos proporcionados fuese más significativa, o que solamente hubiese 
una magnitud para comparar (Figura 7). Este hecho pone de manifiesto que los estudiantes 
para maestro estaban desarrollando el cocimiento del contenido y la enseñanza al proponer 
tareas más fáciles para estos alumnos y ayudarles en su progreso. 
Figura 7. Respuestas de estudiantes para maestro a la cuestión c) 
 
Nº más enteros y 
más bajos 
 














Los ciclos de diseño-implementación-análisis apoyados en un modelo de aprendizaje del 
maestro en el ámbito de la didáctica de la matemática constituyen un contexto adecuado para 
la generación de materiales docentes testados científicamente y para el desarrollo de agendas 
de investigación sobre el aprendizaje de los maestros. El ejemplo descrito en este trabajo de 
diseño, implementación y análisis, como parte de un ciclo de desarrollo nos permite 
identificar las características relevantes de este proceso: 
- El diseño de actividades vinculadas a una manera de entender el desarrollo de la 
competencia docente del maestro. En particular al poner de manifiesto el vínculo entre 
la necesidad de explicitar los procesos y conceptos matemáticos que están implícitos 
en la resolución de determinadas tareas como paso previo a la tarea de reconocer 
evidencias de la comprensión por parte de los estudiantes, y 
- El reconocimiento de crear situaciones en las que el estudiante para maestro pueda 
aprender el conocimiento necesario para enseñar matemáticas simulando las 
situaciones en las que dicho conocimiento debe ser usado (interpretar las producciones 
de los estudiantes y proponer nuevas tareas de enseñanza). 
 
5. REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS 
Ball, D.L., Thames, M.H. y Phelps, G. (2008). Content knowledge for teaching: What makes 
it special? Journal of Teacher Education, 59(5), 389-407. 
Buforn, A. y Fernández, C. (2014). Conocimiento de matemáticas especializado de los 
estudiantes para maestro de primaria en relación al razonamiento proporcional. 
BOLEMA, 28(48), 21-41. 
 583  
 
Gómez, B. y García, A. (2014).  Componentes críticas en tareas de comparación de razones 
desiguales.  En M. T. González, M. Codes, D. Arnau y T. Ortega (Eds.), Investigación 
en Educación Matemática XVIII (pp. 375-384). Salamanca: SEIEM. 
Lamon, S. J. (2005). Teaching fractions and ratios for understanding. Essential content 
knowledge and instructional strategies for teachers (2nd ed.). Mahwah, New Jersey: 
Lawrence Erlbaum Associates. 
Lamon, S.J. (2007). Rational Numbers and Proportional Reasoning: Toward a Theoretical 
Framework. En F.K. Lester Jr. (Ed.), Second Handbook of Research on Mathematics 
Teaching and Learning (pp. 629-668). NCTM-Information Age Publishing, Charlotte, 
NC. 
Livy, S. y Vale, C. (2011). First year pre-service teachers’ mathematical content knowledge: 
Methods of solution for a ratio question. Mathematics Teacher Education and 
Development, 1(2), 22-43. 
Llinares, S. (2002). La práctica de enseñar y aprender a enseñar matemáticas. La generación y 
uso de instrumentos de la práctica. Revista de Enseñanza Universitaria, 19, 115-124. 
Llinares, S. (2004). La generación y uso de instrumentos para la práctica de enseñar 
matemáticas en la Educación Primaria. UNO. Revista de Didáctica de la Matemática, 
36, 93-115. 
Llinares, S. (2014). Experimentos de enseñanza e investigación. Una dualidad en la práctica 
de formador de profesores de matemáticas. Educación Matemática, nº extraordinario, 
marzo, 31-51. 
Llinares S. y Sánchez, V. (1998). Aprender a enseñar matemáticas. Los vídeos como 
instrumento metodológico en la formación inicial de profesores. Revista de Enseñanza 
Universitaria, 13, 29-44. 
Pitta-Pantazi, D. y Christou, C. (2011). The structure of prospective kindergarten teachers’ 
proportional reasoning. Journal of Mathematics Teacher Education, 14(2), 149–169. 
Rivas, M.A., Godino, J.D y Castro, W.F. (2012). Desarrollo del conocimiento para la 
enseñanza de la proporcionalidad en futuros profesores de primaria. Bolema, 26, 559-
588. 
Shulman, L. S. (1986). Those who understand: Knowledge growth in teaching. Educational 
Researcher, 15(2), 2 – 14. 
 584  
 
Shulman, L.S. y Shulman, J.H. (2004). How and what teachers learn: a shifting perspective. 
Journal of Curriculum Studies, 36(2), 257-271. 
Valverde, A.G. y Castro, E. (2009). Actuaciones de maestros en formación en la resolución de 
problemas de proporcionalidad directa. En M.J. González, M.T. González, J. Murillo 
(Eds.), Investigación en Educación Matemática XIII (pp. 523-532). Santander y 
Universidad de Cantabria: SEIEM. 
